Un modèle semi-stable de la variété de Siegel de genre 3 
avec structures de niveau de type t q (p) 
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O ■ 0. — Introduction 

La variété de Siegel S(g, N, p)c = T~ig/(Fo(p) H r(iV)) (où W g est le demi-espace de 
Siegel de genre g, N est un entier supérieur ou égal à 3, p est un entier premier ne divisant 
pas N et où les sous groupes To(p) et T(N) du groupe symplectique Sp(2#, Z) sont formés 
respectivement des matrices triangulaires inférieures modulo p et des matrices congrues 
^ ■ à l'identité modulo N) admet un modèle entier naturel S (g, N,p) sur Z[l/N] (cf. [dJl] 
et aussi [CN] ou [R] pour des cas analogues), qui est lisse au-dessus de SpecZ[l/iVp]. 

Lorsque g > 1, le modèle S(g,N,p) n'est pas semi-stable en la place de mauvaise 
réduction p. Dans ce travail, nous allons cependant construire pour de petites valeurs 
de g (g = 2 ou 3) une "résolution semi-stable" S(g,N,p) de S(g,N,p), c'est à dire 
un morphisme propre S(g,N,p) — > S(g,N,p) qui sera un isomorphisme au-dessus de 
SpecZ[l /Np] et dont la source sera semi-stable en p. 

Lorsque g vaut 2, la résolution semi-stable <S(2, iV, p) que nous obtiendrons a déjà 
été construite par de Jong en utilisant une autre approche, et son résultat est alors 
légèrement plus précis que le nôtre (cf. [dJ2] et la remarque 2 qui suit notre théorème 
4.1). En revanche, outre le résultat déjà obtenu pour g < 3, la méthode que nous 
utiliserons donne l'espoir de construire une résolution semi-stable de S (g, N, p) pour tout 
g; elle permet aussi d'obtenir un modèle semi-stable de certaines variétés de Shimura 
unitaires (cf. les remarques qui suivent les théorèmes 2.4.2 et 4.1). 

Nous allons maintenant donner une idée de la construction de notre résolution semi- 
^ ' stable. 

Le modèle local M g de Rapoport-Zink, qui est localement pour la topologie étale 
isomorphe à S (g, N,p)% , est défini en termes d'algèbre linéaire (cf. le paragraphe 1) et 
est donc plus simple à utiliser que S (g, N,p). 

Nous construirons alors (pour g < 3) une résolution semi-stable C g — > M g du 
modèle local M. g . Plus précisément, le modèle local s'envoie naturellement vers la 
grassmannienne C des sous-modules lagrangiens du Z p -module symplectique " standard" 
Vo = Z p (muni de la forme symplectique (1.2)) et ce morphisme est birationnel (à 
un petit détail près, cf. (2.3)). Nous construirons en fait (pour tout g) une suite 
d'éclatements C g — > C g . Le théorème suivant (cf. théorème 2.4.2) fournira alors la 
résolution semi-stable désirée. 

Théorème. - - Lorsque g < 3, le Z p -schéma C g est semi-stable et l'application 
birationnelle C g — - » M g est en fait un morphisme. 
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Le paragraphe 3 sera consacré à la démonstration de ce théorème. 

Dans le dernier paragraphe, nous verrons comment la résolution semi-stable C g — ► 
M. g , qui est équivariante sous l'action du schéma en groupes des symétries du modèle 
local, induit une résolution semi-stable de S(g, N, p)z . 

Je remercie B. H. Gross qui m'a proposé de rechercher un modèle semi-stable de 
5(3, N, p) ; je le remercie aussi pour l'atmosphère agréable et stimulante que j'ai trouvée 
à Harvard durant les trois mois qu'il m'a permis d'y passer. Mes remerciements vont 
aussi à A. J. de Jong, avec qui j'ai eu d'intéressantes conversations et qui m'a donné 
accès à certains de ses manuscrits non publiés, et à M. Rapoport pour une enrichissante 
discussion que nous avons eue à Orsay, qui m'a confirmé l'intérêt de la construction 
(2.4.1) (cf. les remarques sur les variétés de Simura unitaires et leurs modèles locaux 
qui suivent les deux théorèmes de cet article). Je remercie finalement G. Laumon, qui 
m'a incité à rédiger cet article. 

1. — Rappels sur le modèle local 

1.1. - - On va d'abord rappeler la définition du schéma de modules des variétés 
abéliennes principalement polarisées de dimension g avec structures de niveau de type 
r(iV) nr (p). On en donnera ensuite une formulation équivalente plus commode. 

Il résulte de [GIT] qu'il existe un Z[l/iV]-schéma quasi-projectif S(g,N,p) dont 
l'ensemble des points à valeurs dans tout Z[l/iV] -schéma noethérien S est l'ensemble 
des classes d'isomorphie de quadruplets (A, À, rj, H,), où 

- A est un S'-schéma abélien de dimension relative g 

- À est une polarisation principale de A 

- rj : (Z/iVZ) 5 © (pn) 9 — ► A[N] est un isomorphisme symplectique (on munit 
(Z/iVZ) 3 © (pn) 9 de la forme bilinéaire alternée à valeurs dans un définie par la dualité 
de Cartier entre les schémas en groupes finis Z/iVZ et {Xn, et A[N] de l'accouplement 
de Weil défini par À). 

H, = (Hi C • • • C H g ) est un drapeau de sous-schémas en groupes finis localement 
libres de A\p] tel que Hi soit isotrope pour l'accouplement de Weil et d'ordre p l . 

Dans la suite de cet article, il sera plus commode d'utiliser la variante de présentation 
suivante (cf. [dJl], proposition 1.7) : l'ensemble S(g, N,p)(S) est aussi celui des classes 
d'isomorphie de quadruplets {Aq -A A\ A • • • A A g , Ào, A 3 , 77), où 

- Ai est un S- schéma abélien de dimension relative g 

- a : Ai — > A i+ i est une isogénie de degré p 

- Ào et X g sont respectivement des polarisations principales de A et A g et rendent 
le diagramme 



Ar 



pA 



'Ao 



A, 



'A, 



commutatif 
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- i] : (Z/NZ) 9 © {un) 9 — ► ^.o [-^V] est un isomorphisme symplectique 
(on vérifie l'équivalence de ces deux définitions en prenant A = A et Ai = A/Hi). 

1.2. - - Le sous groupe d'Iwahori de Sp(2g,Qp) formé des matrices triangulaires 
inférieures modulo p est le groupe des points entiers d'un certain Zp-schéma en groupes 
affine et lisse X, de fibre générique Sp(2g)q p , dont on rappelera d'abord une construction. 
On définira ensuite un X-torseur T(g, N,p) au-dessus de S(g, N,p)z ■ 

Soient V le Q p -espace vectoriel Q? 9 et (ei)i<i<2 9 la base canonique de V. On munit 
V de la forme alternée < , > définie comme suit : 

< x, y >= t xJy 

pour tout couple x,y de vecteurs dans Q^ s , où 



J 



O K 
-K 



et K G GL(<7, Z p ) est la matrice de la permutation (g, g — 1, • • • , 1) (les matrices J et K 
sont donc antidiagonales. 

Soit d'autre part la suite de Z p -réseaux (Vi)i<i< g définie par 

Vi = U~ l Z 2 p 9 

pour tout % G Z, où II est la matrice 

( p 
\là 2g -i 

On note a :Vi Vi + i l'inclusion évidente et ir : Vi p~ x Vi = Vi + 2 g l'isomorphisme 
de périodicité (défini par la multiplication par p~ x ). La forme alternée < , > induit des 
formes alternées non dégénérées 

< ,> ig = p i < ,> : V ig x V tg — ► Z p (i G {0, 1}). 

Soit X le Zp-schéma en groupes des automorphismes du système (Vo A • • • A Vj A 
• • • — > V g , < , >o , < , > g ). Il résulte de ([dJl], proposition 3.6) ou de ([RZ], theorem 
3.16) que le schéma en groupes X est lisse sur Z p ; ce schéma en groupes est aussi celui 
défini par la chambre (Vo C • • • C Vi C • • ■ C V g ) de l'immeuble de Bruhat-Tits de 
Sp(2<7, Qp) (voir par exemple [T], 3.4 et 3.7). 

Soient (A A Ai A • • • A A g , A , À s , 77) le quadruplet universel au-dessus de 
S(g,N,p) et 7Tj : Ai — > S(g,N,p) le morphisme structural. Le premier faisceau 
de cohomologie de de Rham 

Mi = R 1 ^( 3 -i)*(^/5(g,7V,p)) 

est alors un 0$( g i jv, p )-module localement libre de rang 2g; les morphismes a et les 
polarisations À. induisent respectivement des morphismes a : Mi — >■ M i+ i et des 
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formes symplectiques < , >, sur M et M g . Il résulte de ([dJl], proposition 3.6) 
(ou de [RZ], theorem 3.16) que le système ((Mj)i<j< 3 , a, < , >,) est, localement 
pour la topologie étale sur S(g, N,p)% , isomorphe à l'image réciproque du système 
((Vi)i<i< g , a, < , >,). Le X-torseur T(g,N,p) au-dessus de S(g,N,p)z v est alors 
simplement celui des isomorphismes des deux systèmes : 

T(g,N,p) = Isom(((M i ) 1 < i < g ,a,< , >»),((V i ) 1 < i < g ,a,< , >»)s( g ,N, P ))- 
1.3. — Le Os( g ,N,p)- m odule localement libre de rang g 

ÙJi = Tr(g-i)*(tt Ai /S(g,N,p)) 

est localement un facteur direct de M^. Les sous-modules ujq et uj 9 sont respectivement 
isotropes pour < , >o et < , > g ; on a de plus a(u>i) C u>i+i =. 

Rapoport et Zink (cf. [R] ou [RZ]) introduisent alors le Z p -schéma M. g défini par 

M g (R) = {(u>i C Vi ®z p R)o<i< g | ijJï est un sous .R-module localement 

facteur direct de rang g de Vi ®z p R, 

les sous-modules lvq et u g sont isotropes 

et on a a <g> R (u>i) C Wi+i} 

pour toute Z p -algèbre commutative R. La filtration de Hodge (u>i C Mj) <i< 3 associée 
à l'objet universel 

(A A A 1 A ••• A A 9 , A , A 3 , 77, : (V.)r( 5 ,Ar,p) — > M.) 

sur T(g,N,p) induit un point (^ _1 (wi) C (Vi)r(g,7V,p))o<i< 3 e M g (T(g,N,p)), et donc 
un morphisme / : T{g,N,p) — > M ff . 
Considérons le diagramme 

7*(<7,W,p) 
SfaN^)^ M g 

Les Zp-schémas M g et N,p)i p sont tous deux de dimension relative g(g+ l)/2. Par 
ailleurs, il résulte de la théorie des déformations des variétés abéliennes que le morphisme 
/ est lisse (cf. [Me], [RZ], 3. 29 ou [dJl], proposition 4.5). A. J. de Jong en tire alors le 
corollaire suivant (cf. [dJl], corollary 4.7). 

Proposition 1.3.1. — Pour tout point géométrique s : Spec/c — > S(g, N,p)% , il 
existe un point géométrique m : Spec/c — >■ M g et un isomorphisme de Z p -schémas 
V s ^A V m , où V s (resp. V m ) est un voisinage étale de s (resp. m) dans S(g,N,p) (resp. 
M. g ). On peut de plus prendre m = f{t), où t est n'importe quel point géométrique de 
T{g,N,p) au-dessus de s. □ 

Remarque : pour une autre démonstration de cet énoncé, voir aussi ([RZ], proposition 
3. 33). 

La proposition suivante implique alors que les schémas S (g, N,p) et M g sont locale- 
ment Zp-isomorphes. 
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Proposition 1.3.2. — Le morphisme f est surjectif. 

Démonstration : Le morphisme / est lisse et X-équivariant, et son image est donc un 
ouvert X-invariant de M g . Cet ouvert contient la fibre générique de M g (qui est formée 
d'une seule orbite sous X®z Qp), et son complémentaire est donc un fermé de la fibre 
spéciale de M g . Considérons maintenant le point mo G M 3 (F P ) défini par 

Wi = [e' g+1 ,---,e' 2g ] , VO < i < g 

(où l'on note e'j = n _î ej G Vj et [e^ +1 , • • • , e' 2g ] le sous F p espace vectoriel de V{ ®z p ¥ p 
engendré par e' g+1 , • • • , e' 2g ). La proposition (1.3.2) résulte alors du lemme suivant. 

Lemme 1.3.3. — 

1) Le point mo appartient à l'image du morphisme f. 

2) Le point mo appartient à tout fermé X ®z p ¥ p -invariant de la fibre spéciale de M g . 

Démonstration du lemme : 1) (cf. [dJl,§5]). Soit E une courbe elliptique supersin- 
gulière sur F p , munie de a p E et prenons Ai = (E/a p ) 1 x E 9 ~ l . On définit les 
morphismes a : Ai — > A i+ i de manière évidente et on munit A et A g de la polari- 
sation produit. Il est facile de vérifier que ceçi définit un point so de S(g, N,p)(¥ p ) et 
que pour tout to G S (g, N,p)(¥ p ) au-dessus de sq, on a f(to) = mo (on considère içi mo 
comme un point de M s (F p ) ; le point mo est invariant sous l'action de T®z p ¥ p de sorte 
qu'il suffit de choisir un point to au-dessus de sq). 

2) Soit V, le F p [t]-module T- l ¥ p [t] 2g , où l'on note 

T=( ° *) 

On définit des morphismes a : Vj Vj + i, ir : Vj t _1 Vi + 2g et des formes alternées 

< , >i g ; Yi g xYi g — > ¥ p [t] de manière analogue à ceux de (1.2). On a une identification 
naturelle Yi/tWi Vi®z v ¥ p compatible aux morphismes a, n, et aux formes alternées 

< , >i g . Considérons alors la suite de Om g [t] -réseaux (f2j C 0M 9 [M _1 ] 2s )o<Kg définie 
par Oj = T~ 9 (Yi ® Fp Cm 9 — >■ Vi ®z p C^Mg) -1 ^)- Ceci définit un plongement de 
M 5 F p dans la variété de drapeaux affine B (cf. [KL, §5]) de Sp(2g)^ p (la fibre 
spéciale de M g est alors une généralisation naturelle des sous-schémas Xi de [KL, 5.2] : 
en remarquant que T 9 est une racine carrée de £.Id2 3 , la fibre spéciale de M g est alors 
le schéma Xi/ 2 )- Le groupe X ¥ p est naturellement un quotient de l'ind-groupe 

algébrique noté B dans [KL] et le plongement M g B que nous venons de décrire est 
alors S-équivariant. Son image est donc une réunion finie de sous- variétés de Schubert 
généralisées, et la deuxième partie du lemme résulte alors de [KL, 5.2] (la S-orbite 
{mo} C B, qui correspond à l'unité du groupe de Weyl affine de Sp(2g), est incluse dans 
toutes les sous- variétés de Schubert). Ceci termine la démonstration du lemme 1.3.3, et 
donc aussi celle de la proposition 1.3.2. □ 

De même que Rapoport et Zink (cf. [R] ou [RZ]), nous appelerons modèle local le 
schéma ML. 
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2. — Une résolution semi-stable du modèle local (pour g= 2 ou 3) 

2.1. — On note G le Z p -schéma en groupes Sp(Vo, < , >o) ; on note respectivement 
P et B les paraboliques qui stabilisent le sous-module isotrope [e 9 +i, • • • , e2 g \ et le 
drapeau isotrope [e2 g ] C \e-2 g -\i^i g \ C ••• C [e g +i, • • • , e2 9 ] (lorsque S 1 est une partie 
de y = Q p 3 , [S 1 ] désigne le Z p -module engendré par S). Le schéma en groupes B n'est 
autre que celui des matrices triangulaires inférieures de Sp(2g)z p et P est le parabolique 
de Siegel évident contenant ce sous-groupe de Borel. 

On note C g la grassmannienne des sous-modules lagrangiens de V 0: définie par 

jCg(R) = {ujq C Vq ®z p R I ojq est un sous .R-module isotrope 

et localement facteur direct de rang g de Vq ®z p R} 

pour toute Z p -algèbre commutative R. C'est un schéma lisse de dimension relative 
g (g + l)/2 sur Z p . La grassmannienne C g est munie d'une action localement transitive 
du schéma en groupes G; le stabilisateur du point ujo = [e g+ i ■ ■ ■ e2 g ] n'est autre que P, 
de sorte que C g peut aussi être vue comme le quotient G/ P. 

2.2. — Nous allons maintenant faire quelques rappels (inspirés de [LS] et de [MS]) 
sur les cellules de Schubert et les sous- variétés de Schubert de la grassmannienne C g . 

Soit D, = (0) = D 2g C P>2 g -\ C ■ • • C -Do = Vq le drapeau défini par 
Di = [ei+i, e^+2, • • • , e2 g ] (de sorte que D. est fixe par B et que rg Zp (Di) = 2g — i). 
Lorsque S = {Ai, • • • , X g } (où l'on suppose que Ai < A2 < • • • < X g ) est une partie à g 
éléments de {1, • • • , 2g}, soit Cg le sous-schéma localement fermé de C g défini par 

Cs(R) = {(ujo C Vq) G C g (R) | localement sur Speci? pour la topologie 

de Zariski, il existe une base (si)i<i< 5 
de u telle que Sj soit une section (locale) 
de Di-i engendrant le module inversible Di-i/Di} 

pour toute Z p -algèbre commutative R; on dit que Cs est la cellule de Schubert associée 
à S (cf. par exemple [LS]). Le schéma Cs est non vide si et seulement si S est une 
partie totalement isotrope (c'est à dire telle que \e%,% G S] soit totalement isotrope) de 
{1, • • • , 2g} ; le schéma Cs est alors la S-orbite du point de C g défini par le sous- module 
[ei,i G S] de Vo- On définit la variété de Schubert £5 associée à S comme l'adhérence 
schématique de la cellule de Schubert Cs (cf. par exemple [LS]). 

La proposition suivante résume quelques propriétés des cellules et des variétés de 
Schubert (pour une démonstration, cf.par exemple [LS]). 

Proposition 2.2.1. — 

1) Toutes les orbites de C g sous V action de B sont en fait de la forme Cs, et on a 
donc une stratification localement fermée B-équivariante 

s 

où S parcourt l'ensemble £ des parties totalement isotropes de {!,-••, 2g}. 
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2) La variété de Schubert Cs Q> alors une stratification localement fermée induite de 
la forme Cs = U s > Cs r , où S' décrit une partie £5 de £. En particulier, on a Cs> C Cs 
si et seulement si S' G £g. 

3) La partie £5 est en fait constituée des parties totalement isotropes S' = 
{Ai,---,A'} G £ (dont on a rangé les éléments X[ dans l'ordre croissant) telles que 

a, < a;, v/. 

4) Le Z p -schéma Cs est isomorphe à un espace affine A^ S ' ) . Cet espace affine est de 
dimension 

r 

£(S) = r(<7+l)- 

i=l 

où l'on note r le nombre d'éléments de S D {1, • • • , g}. □ 

Exemples : on a pour g = 2 et g = 3 les deux diagrammes suivants 



£{3,4} ^{2,4} ^{1,3} ^{1,2} — £2 



^{1,4,5} 
/ \ 

£{4,5,6} >£{3,5,6} >£{2,4,6} £{1,3,5} >£{1,2,4} >£{1,2,3} = £3 

\ / 
£{2,3,6} 

où les flèches figurent des immersions fermées de co dimension 1 (de sorte que la 
dimension relative de Cs sur Z p n'est autre que la distance de Cs au sommet le plus 
à gauche du graphe). En fait, le premier de ces deux diagrammes n'est autre que le 
sous-diagramme 

£{4,5,6} >£{3,5,6} >£{2,4,6} >£{2,3,6} 

du second. 

2.3. — On note Gr^ la grassmannienne des sous-modules (localement facteurs directs) 
de rang g de V{. On considère le morphisme 

S : C g ® Zp Q P — ► Gr; ® Zp Q P 

0<i<g 

défini par 

ô(u ) = (oj C V <g>Q p R = Vi <S>z p R)o<i< 9 
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pour toute Q p -algèbre commutative R. L'image de ô est un sous-schéma localement 
fermé de M s C rio<i<3 e ^ on n °tera Ai g son adhérence de Zariski. L'action naturelle 
du schéma en groupes X sur M. g stabilise Ai g et définit donc une action de X sur M. g - 
La projection sur le facteur Gro définit un morphisme X-équivariant pr : M. g — > C g 
(on fait agir X sur C g via le morphisme X — > G évident. 

Remarques : 1) La fibre générique de l'immersion fermée tautologique M. g M g 
est un isomorphisme. Le schéma M g est donc la "platification" du schéma M g (i.e. le 
schéma obtenu à partir de M ff en supprimant la p-torsion ; cette opération est un cas 
(très) particulier de [GR, 5.2]). En fait, Rapoport et Zink conjecturent que le schéma 
M g est déjà plat (cf. les trois lignes qui précèdent le paragraphe 3.36 de [RZ]). 

2) L'opération de platification de la remarque précédente est locale pour la topologie 
étale, et M g est donc aussi un modèle local pour le platifié de S(g, N,p). 

2.4. — Lorsque g > 2, le schéma M g n'est pas semi-stable. En fait, la fibre spéciale 
de M g n'est pas un diviseur à croisements normaux et lorsque g > 3, M g n'est même 
pas localement d'intersection complète. 

On aimerait disposer d'une "résolution semi-stable X-équivariante M. g — > M. g de 
M. g " , c'est à dire d'un morphisme de Z p -schémas M. g — ► M. g , X-équivariant et propre, 
dont la fibre générique est un isomorphisme et dont la source M. g est semi-stable (par 
quoi l'on entend que, localement pour la topologie étale, celle çi est Z p -isomorphe 
à SpecZ p [£i, • • • ,t n ]/(ti • • -t r — p)). Pour g = 2 ou 3, nous allons effectivement en 
construire une. 

Remarquons tout d'abord que par composition avec le morphisme X-équivariant 
pr : A4 g — > C g (2.3), la résolution semi-stable X-équivariante M. g — ► À4 g désirée 
va induire un morphisme propre X-équivariant M. g — > £ 3 , dont la fibre générique 

sera un isomorphisme. Ceci suggère de construire M. g à partir de C g à l'aide d'une 
suite d'éclatements X équivariants. Nous allons donc construire, pour tout g, une suite 
d'éclatements X-équivariants C g — > C g . Nous verrons ensuite que pour g = 2 ou 3, 
le candidat C g fournit une résolution semi-stable X-équivariante C g — > M. g et mérite 
donc le nom de M g . 

Construction 2.4.1. - - On note £g = £5 ®z v ^ P la fibre spéciale de £5. Lorsque 
< i < g (g + l)/2, on note £j = {S G £ | l(S) = i} l'ensemble des S tels que la 
sous-variété de Schubert £5 C L g soit de dimension relative i sur F p . La construction 
de A^ g va alors se faire en plusieurs étapes. 

Etape 1 : on éclate L g le long de l'unique sous- variété de Schubert de dimension nulle, 

£{ s+ i ) ... ) 2g}, de sa fibre spéciale. On obtient ainsi un Z p -schéma £<o 

Etape 2 : on éclate £< le long du transformé strict de l'unique sous-variété de 
Schubert de dimension 1, £{ s s+ 2,- -,2 5 }, de la fibre spéciale de C g . On obtient ainsi un 
Z p -schéma £<i 

Etape i : lorsque S G £i-i, notons (£s)<i-2 le transformé strict de £5 par la 
chaîne d'éclatements £i_2 — ► • • • — ► £<o — *• £g- O n éclate £^_2 le long de 
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Use£ i (£s)<i-2- On obtient ainsi un Z p -schéma £<i_i 

Etape g(g + l)/2 : on éclate £< s ( g+ i)/2-2 le long du transformé strict (par les 
éclatements précédents) de l'unique sous-variété de Schubert de dimension g (g + 
l)/2 — 1, de la fibre spéciale de £ g . On obtient ainsi le Z p -schéma 

C-g = £<g(g+l)/2-l- 

Remarquons que les sous-schémas Cs de C g sont invariants sous l'action de X (ils 
sont invariants sous l'action de C sur C g ). Le schéma C g qu'on vient de 
construire est donc muni d'une action naturelle de X, pour laquelle le morphisme évident 
pr : C g — > C g est X-équivariant. Ceci termine la construction. 

Remarque : On démontre que lorsque g < 3, la réunion Use£ 1 (£s)<i-2 est en fait 
une union disjointe de variétés lisses sur F p . Les éclatements qui interviennent dans la 
construction ont alors tous des centres lisses. 

Le théorème suivant a déjà été annoncé dans l'introduction. 

Théorème 2.4.2. — Supposons que l'entier g soit inférieur ou égal à 3. Les propriétés 
suivantes sont alors vérifiées. 

1) Le Z p -schéma C g est semi-stable. 

2) Il existe un (et un seul) morphisme R : C g — >■ M. g rendant le diagramme 




commutatif. Ce morphisme R est de plus propre et X-équivariant. □ 
Lorsque g < 3, nous noterons donc encore M g le schéma C g . 

Remarques : 0) Le cas où g = 1 que nous n'avons pas mentionné jusqu'içi est trivial 
et la résolution semi-stable obtenue est un isomorphisme. 

1) Il semble naturel de se demander si l'énoncé 2.4.2 reste vrai lorsqu'on supprime la 
restriction g < 3. 

2) En utilisant le fait que Ci n'est autre que la sous-variété de Schubert £{2,3,6} de 
£3, on voit qu'une preuve du théorème (2.4.2) dans le cas où g = 2 est en fait "contenue" 
dans la preuve que nous donnerons pour g = 3. 

La résolution semi-stable M.2 — ► M-2 a d'autre part déjà été obtenue par de Jong 
(cf. [dJ2]) par une autre méthode. Plus précisément, de Jong éclate M.2 le long d'une 
composante irréductible de sa fibre spéciale (celle notée Z 00 dans [dJl, §5] ; on peut 
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aussi choisir Z\\). On peut vérifier que la résolution semi-stable ainsi obtenue coïncide 
avec la nôtre. 

Ol CL Oi d -, 

3) Soit Wq W\ <—>••• W n -i W n = p Wo une chaîne de Z p -réseaux dans 
W = Qp. Pour 1 < r < n — 1, considérons le schéma 

= {(^ C Wi)i e [ | Gr(r, Wj) | «(wi) C w i+ i,Vi} 

0<i<n-l 

(où on note Gr(r, W^) la grassmannienne des sous-modules localement facteurs directs 
de rang r de W^), qui est lui aussi un modèle local d'une variété de Shimura (pour 
un groupe de similitudes unitaires, de type GU (r, n — r) en la place archimédienne , 
défini par une extension quadratique déployée en p, et pour des structures de niveau 
convenables; pour plus de précisions cf. [R, §3]). 

La construction (2.4.1) admet dans ce cadre un analogue évident. L'analogue du 
théorème (2.4.2) est déjà connu lorsque r = 1 (ou r = n — l)(le morphisme R est alors 
un isomorphisme : cf. dans [BC] ou [R] l'exposé de la construction de Deligne pour le 
schéma formel O n ). On peut également vérifier cet analogue dans le cas particulier où 
r = 2 et n = 4 (la démonstration est semblable à celle qui figure dans le paragraphe 
suivant). 

3. — Démonstration du théorème 2.4.2 

Nous nous contenterons de démontrer ce théorème dans le cas particulier où g vaut 
3, qui est le plus difficile. Nous omettrons alors l'indice 3 de £3, .M3, • • • 

3.1. - - Soit S_ le sous-schéma en groupes de G formé des matrices triangulaires 
supérieures (£?_ est donc le le schéma en groupes de Borel opposé à B). Soit xq = 
([e4,e5,ee] C Vq) G C(Z P ) l'unique point de £{4,5,6}- La grosse cellule de Schubert 
opposée C° (cf. [MS]) est la £?_-orbite B-Xq C t. C'est un sous-schéma ouvert de £, 
qui s'identifie au translaté de la cellule de Schubert ouverte £{1,2,3} P ar l'élément le 
plus long J (cf. (1.2)) de W et est en particulier isomorphe à l'espace affine A| . Un 

isomorphisme "naturel" Af — ► C° s'obtient de la manière suivante. Considérons les 
points de A| p comme des matrices symétriques A = (o>i)i<i,j<3 ■ La matrice ( c ^- 

(1.2)) est alors de rang 3, et on vérifie aisément que son image définit un point de C°. 

L'ouvert £° contient le point x 0: qui est adhérent à toutes les cellules de Schubert C5. 
L' intersection Cs H C° est donc un ouvert non vide de Cs ; en particulier C° rencontre 
toutes les orbites de B. Le morphisme B x% p C° — > C défini par l'action (2.2) de B G G 
sur C est donc surjectif. A fortiori, le morphisme J C G sur C est alors surjectif; nous 
dirons que l'ouvert C° est X- saturant. 

Pour vérifier la première partie du théorème (2.4.2) (la semi-stabilité de A4), il suffit 
manifestement de le faire au-dessus d'un ouvert X-saturant de C (ou de C<i). Le lemme 
suivant nous permettra de réduire de même la démonstration jie la deuxième partie de 
ce théorème à celle d'un énoncé concernant la restriction de M. au-dessus d'un ouvert 
saturant de C<i- 
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Lemme 3.1.1. — Soient Y un Z p -schéma en groupes lisse et X, Y, Z trois Z p -schémas 
munis d'une action de Y. Soient f : X — > Z et g : Y — > Z deux morphismes Y- 
équivariants. Supposons que le schéma X est réduit, que le morphisme g est séparé et 
qu'il existe un ouvert dense de Z, d'image réciproque dense dans X , au-dessus duquel 
g est une immersion. 

Soient U un ouvert Y -saturant de X et supposons qu'il existe un morphisme hjj : 
U — > Y rendant le diagramme 




commutatif (sous les hypothèses précédentes, il existe au plus un tel morphisme) . 
Il existe alors un (et un seul) morphisme h : X — > Y rendant le diagramme 




commutatif. Le morphisme h est Y-équivariant, et il est propre lorsque f est propre. 

Démonstration : Notons v : V = Y Xz p U — > X le morphisme défini par l'action 
de Y sur X et considérons le morphisme hy : V — > Y défini par (7, u) 1— > 'j.huiu). 
Le morphisme v est couvrant pour la topologie f.p.q.c, et pour démontrer qu'il existe 
un morphisme h comme çi-dessus, il suffira donc de vérifier que les deux morphismes 
hy 2 = hy o pn : V 2 = V x x V — > Y (i = 1, 2) coïncident. 

Il résulte de la commutativité du premier diagramme de l'énoncé et de l'équivariance 
des morphismes f et g que g o hy = f o v. On a donc déjà g o hy = g o h v . Soit Z° un 
ouvert dense de Z au-dessus duquel g est une immersion; lorsque T est un Z-schéma, 
notons T° l'ouvert T Xz Z° de T. Il résulte alors du fait que g est une immersion que 

(hy 2 f = (hl ? f. 

Le X-schéma V s'identifie (via (7, u) 1— > (7, 71*)) à un ouvert de Y Xz p X, et le schéma 
V2 s'identifie alors à un ouvert deTx z fx z X . En particulier, V2 est réduit et l'ouvert 
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V® est dense dans Vi- De l'identité (hy 2 )° = (hy 2 )° précédemment obtenue il résulte 
alors que hy 2 = hy 2 (voir par exemple [Ha, II ex. 4.2]). 

Le morphisme h que nous venons d'obtenir est T-équivariant par construction ; le fait 
que h est propre lorsque / 1' est est un corollaire facile du critère valuatif de propreté 
(on rappelle que g est séparé). □ 

3.2. — Pour démontrer le théorème (2.4.2), nous utiliserons les deux étapes suivantes. 

Etape 1 (cf. 3.3) Nous définirons un ouvert J-saturant Ui de £<i et décrirons 
explicitement le schéma Ui (plus précisément, nous donnerons en fait des équations 
pour un (G^ 1 )^ p -torseur Tj au-dessus de Ui). Nous démontrerons ensuite que Ui (ou, 
ce qui revient au même, Tj) est semi-stable en utilisant le lemme suivant. 

Lemme 3.2.1. — Soient X un Z p -schéma semi-stable et Y un sous-schéma fermé de 
la fibre spéciale X de X . Supposons que Y soit lisse sur ¥ p et que l'intersection de Y 

et du lieu singulier X de X soit un diviseur à croisements normaux (réduit) dans 
Y . L'éclaté X de X le long de Y est alors lui aussi semi-stable. 

Démonstration : Puisque l'énoncé que l'on veut démontrer est local pour la topologie 
étale, on peut supposer que X est réunion de r diviseurs lisses Di et travailler sur un 
voisinage d'un point fermé y de Y n D\ n • • • H D r . On peut aussi supposer que Y est 
inclus dans D r . On peut alors choisir des équations locales (U = 0) de Di telles que 
rii<i<r *i = P et des équations locales t r +± = ■ ■ ■ t r+m = de Y (où m = codimc^ Y et 
les t r +i sont des sections locales de Ox)- 

Le schéma Y n D\ D • • • H D r _i, qui est l'intersection dans Y des r — 1 branches 

Y fl Di (1 < % < r — 1) du diviseur à croisement normaux x sing n Y, est lisse sur F p . Il 
résulte alors de ([S], IV. D. 2, Proposition 22) que t±, • ■ • , t r , £ r +i, • • • , t r+m font partie 
d'un système régulier de paramètres (ti, • • • , t n ) de l'anneau local de X en y (ce dernier 
est régulier, puisque X est semi-stable). Le morphisme 

X — > SpecZ p [*i, ••-,*„]/(*! -p) 

défini par ce système est alors étale au voisinage de y. Quitte à se localiser encore sur 
X, on peut donc supposer que X = Spec Z p [ti, • • • , t n ]/(ti ■ ■ -t r — p) et que Y est le 
sous-schéma fermé de X d'équations t r = t r +i = ■ ■ ■t r+m = 0. 
Nous allons maintenant décrire explicitement cet éclaté. 

Considérons le sous-schéma ouvert U de SpecZ p [À, Ti, • • • , T n ]/(ÀTi • • • T r — p) 
complémentaire du sous-schéma fermé d'équations T r = T r+ i = ■ ■ ■ = T r+m = 0. 
On munit U d'une action libre de G m) z p en faisant agir A G G m ,z p par la règle 

A h-> A _1 A , Ti i-> AT, (i G [r, r + m]) , T t h-» T< (i g [r,r + m}). 

On définit d'autre part un morphisme U — >■ X en envoyant U sur XTi lorsque 
i G [r, r + m] et sur Tj lorsque z G" [r, r + m] . Ce morphisme est manifestement 
G mt z -invariant et induit donc un morphisme U/<G mt z — > X. Il résulte du fait que 
t±, ■ ■ ■ , t r+m est une suite régulière que le morphisme U/G mj z p — ► X n'est autre que 
X — >■ X et que le G m) z p -torseur U — >■ U/G mj i p est celui défini par le C~-module 
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inversible O-(E) associé au diviseur exceptionnel E. (cf. [F], Ch IV theorem 2.2). Le 

Z p schéma U est manifestement semi-stable, et donc X = U/G m ^ p aussi. □ 
Etape 2 (cf. 3.4) Nous construirons (pour i = 3, 4, 5) des morphismes 

Ri-.Ui^ Gr,_ 2 (cf. 2.3) 

rendant commutatif le diagramme 




(les produits tensoriels sont sur Z p ; Si est le composé pr^ o 5, cf. 2.3). Les morphismes 
Ri et le morphisme naturel U5 — > C induiront alors un morphisme Rjj 5 : U$ — > 
llo<i<3 ^ r *' se factorisant par le sous-schéma fermé M. puisque £<5 est intègre. En 
remarquant que la fibre générique du morphisme pr : M. — > C (cf 2.3) est un 
isomorphisme, on applique alors le lemme (3.1.1) au diagramme commutatif évident. 
On voit ainsi que la construction (3.4) démontrera la deuxième partie du théorème 
(2.4.2). 

Remarque : en utilisant d'une autre manière le lemme (3.1.1), on voit facilement que 
les morphismes Ri admettent eux aussi un prolongement équivariant sur £<j. 

3.3. — Dans les calculs qui suivent, la manière de noter les coordonnés sur l'éclaté 
sera calquée sur celle employée dans la preuve du lemme 3.2.1. 

3.3.0. - - Soit Uq l'ouvert (J-saturant) C° x c £<o de £<o- Le schéma Uq, qui est 
l'éclaté de l'espace affine A| (de coordonnées (a!)i<i<j<3) le long de l'origine de sa 
fibre spéciale, est alors le quotient par (G m )z du Z p -schéma Tq suivant. 

Le schéma Tq est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A| (de coor- 
données (Ào, Pq, a )[Û\)i<i<j<3) obtenu en intersectant le sous-schéma fermé d'équation 
XqPq = p avec l'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé d'équations (Pq = a*-[0] = 
, Vz, j). L' action de (G m )z p sur T provient par restriction de celle obtenue en faisant 
opérer (G m )z p sur A| via l'inverse du caractère tautologique sur le premier facteur et 
via le caractère tautologique sur les autres. 

On vérifie sans difficulté (directement ou en utilisant le lemme 3.2.1) que U est 
semi- stable. 

3.3.1. — Le sous-schéma fermé £| 3 5 6 j de C° a pour équations a* = , V(z, j) 7^ (3, 3). 
Le transformé strict de sa fibre spéciale est donc le sous-schéma fermé de Uq défini par 
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les équations Po = a}[0] = , V(i, j) 7^ (3, 3). Comme çi-dessus, l'éclaté U\ de Uq le long 
de ce transformé strict est semi-stable et s'identifie au quotient par (G m )| du schéma 
T\ suivant. 

Le schéma T\ est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A| (de 

coordonnées (Ào, Ai, Pi, a}[l])i<i<j<3) obtenu en intersectant le sous-schéma fermé 
d'équation A AiPi = p avec l'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés 
d'équations respectives {P\ = a*[l] = 0,V(z, j) 7^ (3,3)) et Ai = a\[l] = 0. L' action de 
(G m )| sur Ti provient de l'action sur A| définie par 

(A , Ai), (Ao, Ai, Pi, a)[l] ^ (3, 3)), 4[1]) ^ 

(Aq^o, 1 Ai, A0A1P1, A Aiaj[l], A°ai[l]). 

Soit Z7i l'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé d'équation a§[l] = 0. A partir 
du paragraphe (3.3.3) nous travaillerons au-dessus de cet ouvert, ce qui nous permettra 
de simplifier l'écriture de certains éclatements. Pour pouvoir appliquer l'argument (3.2) 
au-dessus des ouverts U{ = x~ £<j, nous aurons alors besoin de savoir que que 

ceux-çi sont X-saturants. Nous allons donc vérifier maintenant que l'ouvert U® est X- 
saturant. 

Soient g\ , • • • , «75 G X(Z P ) les matrices suivantes. Pour 1 < i < 4, gi = 

H 

A'~ ; 1 A' 1 ° !i 




1 0\ /l 

, 72 = I 1 , 73 = 1 

101/ V 1 1 



» 74 




la matrice (75 s'écrit 



Id 3 




N 
Id 3 



On vérifie facilement que 



/0 
où N = \ p 
\0 p 

l'action de ces cinq éléments de X(Z P ) sur £<i préserve £/( et que les translatés de U\ 
(qui sont respectivement les ouverts complémentaires des fermés d'équation a\ + a\ = 0, 

a 2 + a l = 0' a 2 + a i = 0' a î + a 2 + a 3 + a i = e ^ -^b + a i = 0) forment avec C7"i un 
recouvrement de [/■[. La surjectivité annoncée en résulte immédiatement. 

Remarque : le sous-schéma fermé de Ti d'équation a§[l] = 1 s'identifie bien sûr à U®. 
Nous préférerons cependant conserver l'homogénéité des équations en n'utilisant pas 
cette identification. 



3.3.2. — Le sous-schéma fermé £° 2 4 6 y 



de C° a pour équations p 



a 2 2 al 



2\2 



(4) 



,1 — 



= , Vi. Le transformé strict (£°{2,4,6})<i de sa fibre spéciale est donc le sous-schéma 
fermé de U\ défini par les équations P\ = a^fljagfl] — À^agfl]) 2 = aj[l] = 0, Vi. 

Pour démontrer que l'éclaté U 2 de U\ le long de (£°{2,4,6})<i es ^ semi-stable, nous al- 
lons maintenant vérifier les hypothèses du lemme 3.2.1 pour le couple ((£ {2,4,6})<:u 

On voit aisément que, localement pour la topologie de Zariski sur (£°{2,4,6})<i 5 l'une 
au moins des deux quantités a|[l] et a\[l] est inversible. La matrice jacobienne 
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d/dX d/d\ 1 d/dP 1 (c>/9a î 1 [l]) 1 < î <3 d/da%[l] d/da&l] d/da&l] 









1 








Id 3 



4M 




-2Aio§[l] a 2 2 [l] 




des équations de (£°{2,4,6})<i es t donc de rang maximum le long de (£°{2,4,6})<i- Ceci 
démontre déjà que le schéma (£° {2,4,6})<i es t lisse sur F p . La matrice extraite obtenue 
en oubliant ses deux premières colonnes est elle aussi de rang maximum, ce qui démontre 
aussi que £T| mS fl (£°{2,4,6})<i (qui a pour équation À Ai = dans (£°{2,4,6})<i) est un 
diviseur à coisements normaux dans (£°{2,4,6})<i- 

Nous allons maintenant donner une description explicite du schéma U2, comme 



quotient par (G m )| du schéma T 2 suivant. 

Le schéma T2 est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A^ 1 (de 

coordonnées (Ào, Ai, À2, P2, <^i[2], a}[2]i<i<j<3) obtenu en intersectant le sous-schéma 
fermé d'équations 

AoAiA 2 P 2 = V 

\2Ôl[2] = a 2 2 [2]4[2] - X 1 (4[2]) 2 

avec l'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d'équations respectives 

P 2 = 5\[2] = a] =0, Vz 
A 2 = ai[2] = al[2]=0 
Ai = 4[2] = 0. 

L' action de (G m )| sur T 2 provient de l'action sur Â%- définie par 
(A ,Ai,A 2 ) i-> 

diag (Aq ] Aï) A^ AoAiA 2 , (A Ai) 2 A 2 , (A AiA 2 ).Id 3 , (A Ai).Id 2 , A ) 

(la notation diag (x\, ■ • • , x n ) désigne la matrice diagonale d'éléments xi, ■ ■ ■ , x n ; on 
range les coordonnées a l A2] par % croissants). 

3.3.3. - - Le sous-schéma fermé 3 6 j de C° a pour équations a} = , Vi. Le 
transformé strict de sa fibre spéciale a donc pour équations _P 2 = a} [2] = , Vi. 

Soit 81 le cofacteur de a*- dans la matrice A (cf. 2.1). Le sous-schéma fermé C® t 5 6 j 

de C° a pour équations 5j = 0, On laisse au lecteur le soin de vérifier que le 

transformé strict de sa fibre spéciale a alors pour équations _P 2 = Sj[2] = , où 



* 3 2 [2] = 



4[2] Ai4[2] 

ai [2] a|[2] 

a{[2] X 2 a\[2] 

af[2] ai [2] 



, 4 [2] = 
et 5 3 3 [2] = 



af[2j 


a^2j 


a? [2] 


ai [2] 


al [2] 


A 2 a*[2] 


4 [2] 


a 2 [2] 



ôl[2] = 



a\[2] X 1 X 2 a 1 3 [2] 
a? [2] al [2] 
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(avec les conventions a* [2] = a] [2] et 6* [2] = ôf[2] pour i > j). 

L'intersection dans U 2 des transformés stricts de £{2,3,6} e ^ £{1,5,6} es ^ v ^e (cf. la 
première des conditions ouvertes intervenant dans la définition de T 2 ). Pour démontrer 
que l'éclaté de U 2 le long de leur réunion est semi-stable, il suffît donc de vérifier que ces 
deux transformés stricts vérifient les hypothèses du lemme 3.2.1. C'est ce ce que nous 
allons faire maintenant. 

Une matrice extraite (en n'oubliant que des colonnes) de la matrice jacobienne des 
équations du transformé strict de £°{2,3,6} es t 

d/dP 2 d/dô\[2] d/da{[2] d/da\[2] d/da\[2] djda\[2\ djda\[2\ 



/ À 2 -al[2] -a|[2] \ 

1 

1 

1 

Voo 1 0/ 



et, de même que dans le paragraphe (3.3.2), la proposition à vérifier résulte du fait 
que, localement pour la topologie de Zariski sur (£° {2,3,6} )<2> l'une au moins des trois 
quantités À2, o| [2] , a|[2] est inversible. 
On vérifie facilement que 

A 2 4[2]^[2] + al[2]8l[2] + 4[2]6$[2] = , 
À 2 a 2 [2]^[2] + a 2 2 [2]ôï[2] + a 3 2 [2]ôl[2] = 
et A 2 4[2]^[2] + a 2 3 [2]ô 2 2 [2] + 4[2]ô 2 [2] = 0. 

Au-dessus de l'ouvert les quantités ^[2], <5f [2] et 5§[2] s'expriment alors en fonction 
de 5\[2], S$[2] et <£f[2]. Les équations définissant le transformé strict de £{156} dans 
U2 = U 2 x Vl se résument donc à P 2 = ô\ [2] = [2] = ô 2 [2] = 0. La matrice 

d/da{{2] d/da\[2] d/da 2 [2] d/dM d/dP 2 d/d8\[2) 



( -4[2] (a 2 [2}) 2 À 2 \ 

a§[2] -al [2] 

-a§[2] X 2 al[2] 

1 

V 1 / 



est alors une matrice extraite (en n'oubliant que des colonnes) de la matrice 
jacobienne des équations de (£°{i,4,5})<2 (vu comme quotient par (G mj z p ) 3 d'un sous- 
schéma localement fermé de l'espace affine ambiant D T 2 3 T 2 ° = T 2 Xu 1 

Il résulte déjà du fait que a§[2]) 2 est inversible que (£°{i,4,5})<2 est lisse sur ¥ p . En 
utilisant le fait que T® est réunion des ouverts complémentaires des fermés d'équations 
respectives Ai = et a|[2] = 0, on voit que l'équation A0A1A2 = définit un diviseur 
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à croisements normaux dans (£°{i,4,5})<2, ce qui démontre que (£°{i,4,5})<2 vérifie lui 
aussi les hypothèses du lemme 3.2.1. 

Nous allons maintenant donner une description explicite de l'éclaté U 3 de U® le long 
des transformés stricts de £°{2,3,6} et £°{i,5,6}> comme quotient par (<G^Jz p du Z p - 
schéma T 3 suivant. 

Le schéma T 3 est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A^ (de 

coordonnées (Ào, Ai, À2, ^3, z/ 3 , P 3 , ô{[3], S 3 [3], <5f [3] , «}[3]i<i<j<3) obtenu en intersectant 
le sous-schéma fermé d'équations 

AoAiA 2/ U3Z/ 3 P3 =p 
X 2 u 3 ôl[3] = a 2 [3]a 3 3 [3] - X 1 (a 2 {3]) 2 
^[3] = 4[3]a|[3]-4[3]ai[3] 
^ 3 2 [3] = -(aî[3]a|[3] - A 2 ^4[3]4[3]) 

avec l'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d'équations respectives 

^3 = 5 1 1 [3]=5 3 1 [3] = 5 3 2 [3] = 
v 3 P 3 = a}[3] = 0, Vz 
f/ 3 = ^î[3]=0 (cf. 3.3.2) 
a§[3] = 
et Ai = ag[3] = 0. 

On laisse au lecteur le soin d'expliciter l'action de (Gr^)z p . 

3.3.4. - - Le sous-schéma fermé C ^ 3 5 ^ de C° a pour équations 5g = , Vz. Le 

transformé strict de /^{î^s} a alors pour équations P3 = ô 3 [3] = ô 2 [3] = (on 
rappelle que <5| [2] s'exprime en fonction de S 3 [2] et <5|[2], cf. 3.3.3). De même que 
dans le paragraphe 3.3.3, on vérifie que ce transformé strict (vu comme sous-schéma 
fermé de U 3 ) vérifie les hypothèses du lemme 3.2.1 (en n'oubliant que des colonnes, on 
peut en fait extraire de la matrice jacobienne de ses équations une matrice d'une forme 
analogue à celle qu'on a écrite lors de la vérification des hypothèses du lemme 3.2.1 pour 

(£V,4,5})i2). _ 

L'éclaté U4 de U 3 le long du transformé strict de C°^i j3j5 y se décrit explicitement 
comme le quotient par (<G^Jz p du Z p -schéma T4 suivant. 

Le schéma T 4 est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A^ (de coor- 
données (Ao, Ai, A2, /U3, ^3, A4, P4, 5j[4], 5g[4], 5|[4], a*[4]i<i<j< 3 ) obtenu en intersectant 
le sous-schéma fermé d'équations 

A0A1A2/U3Z/3A4P4 = p 
X 2 u 3 ôl[4] = a 2 [4]a 3 3 [4] - X 1 (a 2 [4]) 2 
u 3 X 4 ôl[4] = a 1 2 [4]a 2 [4}-a 1 3 [4}a 2 [4] 
^A 4 5 3 2 [4] = -(aî[4]a![4] - A 2 ^[4]4[4]) 
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avec l'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d'équations respectives 



P 4 = 4[4]=5 3 2 [4] = 
A 4 = o 1 1 [4] =0 
Z/3A4P4 = a- [4] = 0, Vz 
^ 3 = ^«ji[4]=0 (cf. 3.3.2) 
a§[4] = 
et Ai = a|[4] = 0. 

On laisse au lecteur le soin d'expliciter l'action de (G£jz„. 

3.3.5. — Le sous-schéma fermé £^ 2 4 ^ de C° a pour équation dét A = 0. Malheureuse- 
ment, le transformé strict de sa fibre spéciale n'est pas le sous-schéma fermé d'équation 
P 4 = dét A4 = 0, où 



A 4 = 



/o}[4] A 2/ u 3 a2[4] AiA 2/ u 3 03[4] 

a\[A] al[A) A ia §[4] 
Vaf[4] ^ [4] a|[4] 



En effet, on vérifie aisément que —ai [4] dét A4 = A2ffA4A, où 

W] l|I] 4] 6t ^ [4] = -(^[4])- 1 (A 2 4[4]o 1 1 [4] + A 4 a 3 : [4]oi[4]). 



Le transformé strict de £°{i,2,4} est donc (à priori) un sous-schéma fermé du sous- 
schéma fermé (£°{i,2,4})<4 de U4 d'équations P4 = A = 0. Nous allons maintenant 
démontrer que le couple ((£°{i,2,4})<L U4) satisfait les hypothèses du lemme 3.2.1. Nous 
en déduirons ensuite que (£°{i,2,4})<l est en fait le transformé strict (£ {i, 2 ,4})<4 de 

{1,2,4} (de sorte que ce transformé strict vérifiera lui aussi les hypothèses du lemme 
3.2.1). 

La matrice 



V 



d 

daj\4] 




a§[4] 






d 


-«i [4] 

-A 2/ u 3 <4[4] 





d 

-«1 [4] 
a 3 [4] 






d 



-ai [4] 




^A 4 (o 3 1 [4])^ 




d 

(ai[4]) 2 







d 

dm 

A 2 ^3 




m 




d 





*î[4] 




d 





1 



\ 



/ 



est une matrice extraite (en n'oubliant que des colonnes) de la matrice jacobienne des 
équations de (£°{i,2,4})<l- Le long du fermé d'équations 8\[A] = <5f [4] = 0, les quantités 
1U3, A4 et £3 [4] sont inversibles. Par conséquent, localement pour la topologie de Zariski 
sur (£°{i,2,4})<4, l'une au moins des entrées de la quatrième ligne de cette matrice est 
inversible. En raisonnant sur les trois premières lignes de cette matrice comme dans 
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les paragraphes 3.3.3 et 3.3.4, ceçi démontre que (£°{i,2,4})<l vérifie les hypothèses du 
lemme 3.2.1. 

Le complémentaire dans (£°{i,2,4})<4 du diviseur exceptionnel de U4 s'identifie à à 
£°{i,2,4} — £°{i,3,5}- L'intersection de (£°{i,2,4})<4 avec le diviseur exceptionnel de U4 
(qui a pour équation AoAiA2/U3^3A 4 = 0) est comme on vient de le voir un diviseur à 
croisements normaux dans (£°{i,2,4})<! et est donc de complémntaire dense. Le schéma 
(£°{i,2,4})<1 est donc l'adhérence schématique dans U4 de ,2,4} ~~ £°{i,3,5}î ce qui 
démontre que c'est bien le transformé strict de £°{i,2,4}- 

On va maintenant décrire explicitement l'éclaté U5 de U4 le long du transformé strict 
de £°{i,2,4}, comme le quotient par (G^Jz du Z p -schéma T 5 suivant. 

Le schéma T5 est le sous-schéma localement fermé de l'espace affine A^ 8 (de 
coordonnées (A , Ai, A 2 , /U 3 , z/ 3 , A 4 , A 5 , P 5 , A [5], <5}[5], 5|[5], <5f[5], a*[5]i<i<j< 3 ) obtenu en 
intersectant le sous-schéma fermé d'équations 

A0A1A2/U3Z/3A4A5P5 = p 
X2^S 1 1 [b]=a 2 2 [5]4[5]-X 1 (a 2 3 [5]) 2 
z/ 3 A 4 5 3 1 [5] =a\[b]al[b)-a\[b)al[b\ 
z/ 3 A 4 5 3 2 [5] = -(aî[5]a§[5] - A 2/ u 3 a 2 [5]4[5]) 

A 5 A[5] = -4[5]-\Sl[5]8 3 2 [5] + ^?[5](al[5])- 1 (A 2 4[5]5 1 1 [5] + A 4 a 3 ; [5]^[5])) 
avec l'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d'équations respectives 

P 5 = A 5 = 

A 5J P 5 =^[5] = 5 3 2 [5]=0 

A 4 = Sl[5] = 

vaX^XsPs = a}[5] = 0, Vz 

/u 3 = ^ 1 1 [5] = (cf. 3.3.2) 

al [5] =0 
et Ai = 03 [5] = 0. 
On laisse au lecteur le soin d'expliciter l'action de (G^Jz . 

3.4. — Nous allons maintenant construire des morphismes Ri : Ui — > Gr^_2 (pour 
% = 3, 4, 5) prolongeant le morphisme : Ui <g> Zp Q P ^ C<i ®z p Q p = C <g> Zp Q P ^ 
Gr ® Zp Q P = Gr,_ 2 ® Zp Q P (cf. 2.2.2). 

3.4.1. — Construction du morphisme R3. 

On munit le Z p -module Vi de la base (n -1 ei, • • • , n _1 e 6 ) (cf. 1.1). Le morphisme R® 
est donc défini par l'image de la matrice II . i^j^j- Considérons la matrice 

/u 3 P 3 \ 

a{[3] A AiA 2/ U3a^[3] A AiA 2/ u 3 a|[3] 

a? [3] A Aia|[3] A Aia|[3] 

a? [3] A Aia|[3] A Aia|[3] 

1 

V 1 / 
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La matrice II . 



A 
K 



ne diffère de M que par sa première colonne, qui est le produit de 



celle de M par A0A1A2/U3. Le morphisme R® est donc encore défini par l'image de M. 

Les mineurs ^3^3, a} [3], a 2 [3], a\ [3] de la matrice M ne s'annulent pas simultanément 
sur le schéma T 3 et l'image de la matrice M est donc un facteur direct de rang 3 du 
r (T 3 , OjiJ-module V\ ®z p ^ (Ts,Ot 3 )- Ceci définit un morphisme T 3 — > Gri, et on 
laisse au lecteur le soin de vérifier que celui-çi se factorise par le quotient T 3 — > U3. 

Remarque : la construction précédente peut déjà se faire sur l'éclaté t/2,5 de U 2 le 
long du transformé strict de £°{2,3,6} 

3.4.2. — Construction du morphisme _R 4 . 



On munit de même le Z p -module V 2 de la base (fi e±, 



morphisme Ri est défini par l'image de la matrice fi 2 . 



A 
K 



,11 2 e 6 ), de sorte que le 
Considérons la matrice 



V \ 




V 
a\ 
al 



a 2 



formée des deux premières colonnes et des cinq premières lignes de la matrice IP 



A 
K 



et notons W le sous Z„-module de V2 engendré par les cinq premiers vecteurs de la base 



çi-dessus. L'image de la matrice B° définit un morphisme b° : 



Gr (2, W) 



et le dernier vecteur-colonne de la matrice fi 2 



A 
K 



définit 



un morphisme C3 : U4 — > IP( VsT) qui se factorise par l'ouvert complémentaire de P(W"). 
La construction de R^ se ramène donc à celle d'un morphisme b : U4 — > Gr (2, W) 
prolongeant b° (on a alors R4 = b © C3, avec un abus de notations évident). A son tour, 
la construction du morphisme b se ramène à celle d'un morphisme (3 : U4 — >■ P(A 2 W) 
prolongeant le morphisme f3° : U4 ®i p Q p — >■ P(A 2 W) ®z p Q P induit par les 
coordonnées de Plùcker (on rappelle que le Z p -schéma U4 est plat par construction). 
Le morphisme (3° est défini par les coordonnées homogènes 



Soient 



mi,2 = -P 2 , mi j3 = -pa\, 

mi,4 = -pal, mi,5 = -pa\, 

m 2 ,3=pal, m 2 ,4=pal, 



m 2 ,5=pah TO 3,4 = <y|, 

| et m 4)5 = ôl 



Mi >2 = -A2^3^3A 4 P4 2 5 M h3 = -A 2 At3^4aî[4], 
M 1)4 = -A 2 ^ 3 ^ 4 a 2 [4], Mi, 5 = -A 2 // 3j P4af [4], 
M 2 ,3 = A 2 ^4a 2 [4], M 2)4 = P 4 a|[4], 
M 2i5 = P 4 al[4], M 3 , 4 = 5 3 3 [4], 

M 3)5 = -5f[4] et M 4)5 = 5 3 1 [4] 
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(où l'on pose <J|[4] = -ai[4]- 1 (A 2 // 3 a2[ 4 ] <J i t 4 ] + «It 4 ]^ 4 ]))- On a alors 

mj = (A Ai) 2 A2 / U3Z/3A 4 M i)J - , 

et le morphisme f3° est donc encore défini par les coordonnées homogènes Mij. 

Le triplet (M 2; 5, M 3 ^, M^s) ne s'annule jamais sur T4 (T4 est recouvert par les 
ouverts complémentaires des trois fermés d'équations respectives 5|[4] = 0, 5|[4] = et 
P4 = et a§[4] est inversible sur T4). Le 10-uplet (Mij)ij définit donc un morphisme 
T4 — > F(A 2 W). On vérifie aisément que ce morphisme est invariant sous l'action 
naturelle de (G m )| sur T 4 . On obtient alors le morphisme (3 recherché par passage au 
quotient. 

3.4.3. — Construction du morphisme R5. 

On munit de même le Z p -module V3 de la base (Il _3 ei, • • • , Il _3 e6), de sorte que le 
morphisme R® est défini par l'image de la matrice II 3 . 

Le Zp-schéma C/5 est plat (par construction), et la construction du morphisme R$ se 
ramène donc à celle d'un morphisme p 5 : U 5 — >■ P(A 3 V3~) prolongeant le morphisme 
p° : U5 ®% v Q p — ► F(A 3 V3~) ®i p Q P induit par les coordonnées de Plùcker. 

Le morphisme R® est défini par les coordonnées homogènes 




"7-1,2,3 


= -P 3 , 


mi,2,4 


2 1 


"7-1,2,5 


2 2 


"7-1,2,6 


= -P 2 a\ , 


"7-1,3,4 


= -"7l,2,5 , 


"7-1,3,5 


= V 2 a\ , 


"7-1,3,6 


= V 2 a\ , 


"71,4,5 


= pàh 


"71,4,6 


= -v% , 


"71,5,6 


= psh 


"7 2 ,3,4 


= "71,2,6 , 


"72,3,5 


= -"71,3,6 


"72,3,6 


= ~V 2 a\ , 


"72,4,5 


= -"7-1,4,6 


"72,4,6 


= -P&2 > 


"72,5,6 


= PÔ2 i 


"73,4,5 


= "71,5,6 , 


"73,4,6 


= -"72,5,6 


"73,5,6 


= pôl 


et m 4)5) 6 


= dét A. 



Soient 



M 1)2)3 


— -A^/tI^A^AI-P 3 , 
= -AiA2^A 4 A 5 P 5 2 a?[5], 


M 1)2 ,4 


— — AiA2/i 2 A 4 A5-P| 
= — AiA2/i 2 A 4 A5-P| a 3 


M 1)2 ,5 


M 1)2 ,6 


Mi,3,4 


= -M 1)2 , 5 , 


Mi i3 ,5 


= Ài// 3 A 4 A 5 P 5 2 ai[5] , 


Mi, 3 ,6 


= Ai^ 3 A 4 A 5 P 5 2 a^[5] , 


Ml i4 ,5 


= Ai^ 3 A 4 P 5 5|[5] , 
= A^ 3 A 4 P5^[5], 


Mi,4,6 


= -A^3A 4J P553 2 [5], 


Mi i5 ,6 


M 2 , 3 ,4 


= Mi, 2l 6 , 


M 2 , 3 ,5 


= -M 1)3 , 6 , 


M 2 , 3 ,6 


= -// 3 À4A 5 P 5 2 a§[5] , 


M 2 , 4 ,5 


= -M 1)4 , 6 , 


M 2 ,4,6 


= -fi 3 P 5 ôi[5], 


M 2 , 5 ,6 


= ti3P 5 sh[s\, 


M 3 , 4 ,5 


= M 1)5 , 6 , 


M 3 , 4 ,6 


= -M 2)5 ,6 , 


M 3 , 5 ,6 


= P 5 5{[5] et 


M 4 , 5 ,6 


= A[5] , 



où l'on pose 

8\ [5] = -al [h]-\\ 2 a\ [h]ô\ [5] + A 4 a 3 [5] 8\ [5] ) , 
^[5] = -o|[5]- 1 (A 2 /*3aï[5]* 2 1 [5] + A 4 a 3 [5]<î 2 3 [5]) 
et 5 3 3 [5] = -4[5]-\X 2f i 3 al[5]Sf[5]+a 2 2 [5]5i[5]). 
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On a niij^k = AgAf Al/^s^f ^^sMij^ , et le morphisme est donc encore défini par les 
coordonnées homogènes M^j^ . 

On va maintenant vérifier que le 20-uplet (-Wi,j,fc)i,j,A; ne s'annule jamais sur T5, ce qui 
terminera la construction (il est facile de voir que le morphisme T5 — > P(A 3 V3~) ainsi 
défini est invariant sous l'action naturelle de (G m )z sur ^5 ; le morphisme ps recherché 
s'obtient alors par passage au quotient). 

Considérons le sous-schéma fermé Z de T5 d'équations M^j^ = 0, Vi,j,k et 
supposons qu'il soit non vide. Le long de Z on a A [5] = et P5 est donc 
inversible; l'annulation de M 3)5)6 entraîne alors celle de ô\ [5]. En particulier ^3 
et À4 sont donc inversibles le long de Z, et il résulte alors de l'annulation de 
M M ,6, Mi >5>6 , M 2 , 4 ,6, M 2)5 , 6 et ôl[5] que ^[5] = <5| [5] = (on rappelle que T 5 
est recouvert par les ouverts complémentaires des deux fermés d'équations respectives 
Ai = et a|[5] = 0). Le long de Z, À5-P5 est donc inversible et il résulte alors de 1' 
annulation de M\$$ et Mi^$ que Ai = a|[5] = 0, ce qui est la contradiction cherchée. 

4. — Application : construction d'un modèle semi-stable de S(g : N : p)q p 
pour g < 3 

Dans ce paragraphe, g est un entier positif inférieur ou égal à 3 (le cas g = 1 est 
cependant trivial). 

Considérons le produit fibré 

f(g,N,p)=T(g,N,p) x Mg M g , 

où le morphisme T(g,N,p) — > M. g est le morphisme / (1.3) et où le morphisme 

A4 g — > Mg est la composition du morphisme R : M. g = C g — >■ M. g de la deuxième 
partie du théorème (2.4.2) avec l'inclusion fermée M. g M g (2.3). En utilisant le 
théorème (2.4.2) et le fait que / est lisse (cf. 1.3), on voit immédiatement que le 
morphisme T(g, N, p) — > T{g, N, p) est une résolution semi-stable J-équivariante (cf. 
2.4)deT(<7,iV,p). 

L'action du schéma en groupes X sur T(g, N,p) est libre, et son action sur T(g, N,p) 
est donc à fortiori libre. Considérons le quotient 

S(g,N, P ) = f(g,N, P )/l 

(qui est à priori un espace algébrique au sens de Knutson [Kn] ; nous verrons que pour 
g = 2, ce quotient est en fait un schéma quasi-projectif). Le théorème suivant résulte 
alors visiblement de la proposition 1.3.2 et du théorème 2.4.2. 

Théorème 4.1. — 1) Localement pour la topologie étale, l'espace algébrique S (g, N,p) 
est Zp-isomorphe à M. g . En particulier, S(g,N,p) est semi-stable. 

2) Le morphisme S(g,N,p) — > S(g,N,p) est une résolution semi-stable (cf. 2.4). □ 

Remarques : 1) Lorsque g = 2 (resp. g = 3), la première partie de ce théorème revient 
à dire que S(g, N, p) est semi-stable et qu'il existe des points (fermés) de sa fibre spéciale 
dont tout voisinage étale suffisamment petit est réunion de quatre (resp. sept) branches 
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lisses. Puisque S(2,N,p) (resp. 5(3, AT, p)) est de dimension relative 3 (resp. 6) sur Z p , 
le nombre 4 (resp. 7) est le maximum possible pour un espace algébrique semi-stable. 

2) A. J. de Jong a déjà construit par une autre méthode une résolution semi-stable 
de S(2,N,p), dont la source est un schéma quasi-projectif (cf. [dJ2]). Cette résolution 
semi-stable coïncide avec la nôtre (cf. la remarque 2 suivant notre théorème 2.4.2), et 
en particulier 5(2, N,p) est donc bien un schéma quasi-projectif. 

3) On peut obtenir de la même manière (cf. la remarque 3 suivant le théorème 2.4.2) 
un modèle semi-stable de certaines variétés de Shimura unitaires dont le groupe est de 
type GU(2, 2) en la place archimédienne. 
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